Epidemimodeller i FPro3
Et klassisk eksempel på koblede differentialligninger er SIR-modellen, der beskriver, hvordan en epidemi udbreder sig i en population. SIR-modellen danner grundlaget for en række mere avancerede epidemimodeller, som kan løses ved hjælp af numerisk integration. Fælles for dem alle er, at de kan opskrives som et antal kasser, der udveksler indhold med hinanden – de er med andre ord compartment-modeller. I det følgende skal vi se på, hvordan man kan gå fra den grundlæggende SIR-model til SEIR-modellen eller andre udvidede modeller. Netop denne type simuleringer blev brugt til at forudsige udviklingen i COVID-19-epidemien i Danmark.
SIR-modellen
I en SIR-model opdeles populationen i tre kasser:
· S: de modtagelige for sygdommen (susceptible)
· I: de syge (infected)
· R: dem med overstået sygdom (recovered)
De modtagelige for sygdommen kan smittes og dermed overgå fra S til I. De syge kan få overstået deres sygdom (der skelnes her ikke mellem at blive rask eller at dø) og dermed gå fra I til R.
Hvor hurtigt personerne bevæger sig fra en kasse til en anden afhænger af, hvor mange der er i de forskellige kasser og nogle konstanter, der er bestemt af sygdommen:
· Fra S til I: Hvor mange, der bliver smittet, må afhænge af hvor mange der kan smittes, hvor mange der er syge og hvor smitsom sygdommen er. Den simpleste sammenhæng man kan forestille sig, er blot at gange antallet af modtagelige (S) med antallet af syge (I) og en konstant (a), der siger noget om hvor smitsom sygdommen er.
· Fra I til R: Hvor mange, der får overstået deres sygdom, antages at være en fast andel (b) af de syge (I).
På denne baggrund kan man opstille tre koblede differentialligninger for populationen:

Grafisk kan dette fremstilles som nedenfor.
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I FPro3 kan man løse disse koblede differentialligninger med nedenstående KLAR PROGRAM og LØKKE PROGRAM (se FPro3-filen SIR.fpr).
[image: Et billede, der indeholder tekst
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Opgaver Øvelser til SIR-modellen
Forståelse af modellen
a) Hvorfor indgår de samme led altid i to af de koblede differentialligninger, men med modsat fortegn? (Hint: hvad er summen af S, I og R?)
b) Forklar betydningen af parametrene a og b.
c) Overførslen fra S til I afhænger af både S og I, men overførslen fra I til R afhænger kun af I. Hvordan kan dette være?
Arbejde med simuleringen
a) Hvad viser de tre forskellige grafer i GRAFFELTETsimuleringen?
b) Hvad sker der, hvis størrelsen på a ændres? Lav en hypotese før du tester det.
c) Hvad sker der, hvis størrelsen på b ændres? Lav en hypotese før du tester det.
d) Hvorfor ganges indgår dt i alle de små ændringer (dS, dI og dR) med dt?	Comment by Hans Christian Westtoft: Det gør de da heller ikke!	Comment by Jeppe Willads Petersen: Dårlig formulering
SEIR-modellen
Med en SIR-model får man et godt billede af hvordan en epidemi kan udvikle sig i en population. Herfra kan man udvide modellen til at inkludere flere aspekter af epidemiens faktiske udvikling. En første udvidelse kunne være at dele de smittede op i to kasser – de syge (I) og de eksponerede (E). Her er forskellen, at de eksponerede endnu ikke kan smitte andre. Dette svarer til, at der går et stykke tid, fra man bliver smittet, til man kan smitte andre. Matematisk set giver dette anledning til et nyt sæt koblede differentialligninger, der ser således ud:

Grafisk kan dette opstilles som nedenfor.
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I FPro3 kan der bygges videre på programmet til modellering af SIR-modellen, så det nu ser således ud (se FPro3-filen SEIR.fpr):
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Opgaver Øvelser til SEIR-modellen
Forståelse af modellen
a) Forklar betydningen af hver overførsel mellem S, E, I og R.
b) Hvilken betydning har størrelsen på c?
Arbejde med simuleringen
a) Hvad gør tilføjelsen af de eksponerede ved epidemien set i forhold til modellen uden?
Opdelte modeller
Grupperinger
En anden måde man kan bygge videre på SIR-modellen, er ved at tage højde for, at alle grupperinger af populationen ikke smitter hinanden lige meget[footnoteRef:1]. Vi kan lave en simpel model med to grupperinger af populationen eksempelvis en aldersinddeling. For at beskrive smitten i denne population skal vi nu erstatte parameteren a med 4 nye parametre, der beskriver, hvordan de syge i hver gruppering smitter de modtagelige i hver gruppering. Antallet af parametre for smitten vokser med andre ord med kvadratet på antallet af grupperinger i dette tilfælde. Parameteren b, der beskriver, hvor længe man er syg, kan også sættes til at variere mellem grupperingerne. Her vokser antallet af parametre lineært med antallet af grupperinger.	Comment by Jeppe Willads Petersen: Måske vi skal gemme denne fil på vores egen hjemmeside i tilfælde af SSI fjerner den? [1:  Dette er der god basis for. Se f.eks. s. 2-6 om kontaktmatricer her: https://files.ssi.dk/teknisk-gennemgang-af-modellerne-10062020] 

En SIR-model med to grupperinger kan dermed beskrives med følgende differentialligninger:

Grafisk kommer det til at se således ud:
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I FPro3 kan modellen se således ud (se FPro3-filen SIRGrupperet.fpr):
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Opgaver Øvelser til Grupperinger
Forståelse af modellen
a) Hvorfor bliver parameteren a til 4 forskellige parametre, når der er 2 grupperinger? Hvad svarer hver af de 4 a-parametre til?
b) Hvorfor bliver parameteren b ikke også til 4 parametre?
c) En model med en gruppering har 2 parametre (a og b). Hvor mange parametre vil en model med 3 grupperinger have?
Arbejde med simuleringen
a) Sættes a11 og a21 til 0 svarer det til, at den første gruppering ikke smitter. Hvilken betydning vil det have for epidemien? Hvilken gruppering bliver hårdest ramt?
b) Hvilke parametre skal sættes til 0 for at der ikke sker nogen smitte på tværs af de to grupperinger?
c) Hvilke parametre skal være ens for at begge grupperinger bliver ramt lige hårdt?
d) Sættes b1 til at være meget mindre end b2 svarer det til, at den første gruppering er syg i længere tid. Hvordan kan man ved at ændre på a-parametrene sikre sig, at det ikke er alle i den første gruppering, der bliver syge?
Variabel smitsomhed
Det er klart, at man ikke smitter lige meget i løbet af et sygdomsforløb. Endnu en udvidelse til SIR-modellen kan derfor være at opdele sygdomsforløbet i flere trin, hvor ens smitsomhed overfor de modtagelige varierer i styrke. Opdeles sygdomsforløbet i to dele, kommer differentialligningerne til at se ud som nedenfor.

Grafisk kommer det til at se således ud:
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I Fpro3 kan modellen se således ud (se FPro3-filen SIRVarSmit.fpr):
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Opgaver Øvelser til variabel smitsomhed
Forståelse af modellen
a) Hvilken effekt har det på modellen, at man ikke smitter lige meget hele tiden?
b) Hvilken betydning har størrelsen på bα-parameteren?
Arbejde med simuleringen
a) Hvordan ser det samlede antal syge ud som funktion af tid? (Hint: beregn Iα+Iβ)
b) Simuleringens startbetingelser får det første sygdomsforløb til at toppe først. Kan man også få det andet sygdomsforløb til at toppe først?
Hospitalsindlæggelse, kritisk tilstand og død
Det er jo desværre ikke alle, der kommer gennem et sygdomsforløb uden en tur på hospitalet. Nogle må endda en tur i respirator og enkelte er så uheldige at dø. Indtil nu har modellen ikke skelnet mellem sygdomsforløbene og hvor man ender efter endt sygdomsforløb. Det findes der råd for. Grafisk kan en ny model se således ud:
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Differentialligningerne til at beskrive denne model kommer nu til at se således ud:

I FPro3 kan denne model skrives på følgende vis (se FPro3-filen SIRHospital.fpr):
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Opgaver Øvelser til Hospitalsindlæggelser, kritisk tilstand og død
Forståelse af modellen
a) Der er lige pludselig rigtigt mange led i differentialligningerne. Forklar betydningen af hvert led.
b) Ved at sætte to parametre lig 0 kan man sikre at alle dør i modellen. Hvilke to parametre er det?
Arbejde med simuleringen
a) Hvilken parameter er den vigtigste at justere på, hvis man vil undgå at folk dør?
Opsamling
En af de modeller, der blev brugt til at simulere udviklingen i COVID-19-epidemien var en kombination af alle disse modeller. Oven i disse modeller blev der tilføjet en sæsonafhængighed, hvilket svarer til at gøre alle parametrene til tidsafhængige funktioner. En yderligere tilføjelse var effekten af test, hvor en positiv test nedsatte risikoen for at smitte andre, hvis man allerede var syg. Den seneste sidste tilføjelse tog højde for vacciner.	Comment by Hans Christian Westtoft: Mangler der ikke et ord i mellem disse to ord	Comment by Jeppe Willads Petersen: jo
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Klar program

// En epidemi. 5: modtagelige |: syge og R: overstaet sygdom
S I R:=199, 1, 0 //startbetingelser

a,b:= 0.0030, 0.14 //model konstanter

t.dt:=0, 0.1

Lakke program

dS:=-5-1-a-dt
di:=(51-a-b-I)-dt
dR:=b-I-dt

5:=5+d5
L=l+dl
R:=R+dR
t=t+dt
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Klar program

// En epidemi. 5: modtagelige |: syge og R: overstaet sygdom
S, E ILR:=99 0, 1,0 //startbetingelser

a,b,c= 0.0030, 0.14, 0.2 //model konstanter

t.dt:=0, 0.1

Lekke program

dS:=-5-1-a-dt
dE:=(5-1-a-c-E)-dt
di:=(cE-b-1)-dt
dR:=b-I-dt

5:=5+d5S
E:=E+dE
=|+dl
R:=R+dR
t=t+dt

If t=120 then stop
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Klar program

// En epidemi. 5: modtagelige |: syge og R: overstaet sygdom

51,11, R1:= 98, 1, 0 //startbetingelser

52,12, R2 := 99, 1, 0 //startbetingelser

all, al12, a21, a22:= 0.0030, 0.0020, 0.0015, 0.0010 //smittekonstanter
b1, b2:= 0.15, 0.20 //helbredelsesrater

t.dt:=0, 0.1

Lekke program

dS1:=-51-(11-a11+12-a12)-dt
di1:=(51-(11-a11+12:a12)-b1-11).dt
dR1:=b1-11-dt
dS2:=-52-(11-a21+12-a22)-dt
di2:=(52:(11-a21+12:a22)-b2:12)-dt
dR2:=b2-12-dt

51:=51+dS1
11:=11+d
R1:=R1+dR1
52:=52+dS2
12:=12+dI2
R2:=R2+dR2

t=t+dt

If t=120 then stop
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Klar program

// En epidemi. 5: modtagelige |: syge og R: overstaet sygdom
Sl 1B, R =99, 1, 0, 0 //startbetingelser

aa, ap:= 0.0030, 0.0010 //smittekonstanter

ba, bp:= 0.15, 0.05 //helbredelsesrater

t.dt:=0, 0.1

Lekke program

dS:=-5-(la-ac+IB-ap)-dt
dloc=(S-(la-ac+1B-ap)-bala)-dt
dip:=(ba:la-bp-1B)-dt
dR:=bB-1B-dt

S:=5+d5S
lez=la+dla

IB:=Ip+dIp
R:i=R+dR

t=t+dt

If t=120 then stop
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Klar program

// En epidemi. 5: modtagelige |: syge og R: overstaet sygdom

S LRHCD:=991000 0 //startbetingelser

a b, c d e f g=00030 010010104, 03 03 //parametre
t.dt:=0, 0.1

Lekke program

dS:=-5-1-a-dt
di:=(51-a-bI-c-1)-dt
dR:=(b-1+d-H)-dt
dH:=(cl-d-H-e:H+f-C)-dt
dC:=(e-H-f-C-g-C)-dt
dDi=g-Cdt

5:=5+dS
l:=1+dl
R:=R+dR
H:i=H+dH
C:=C+dC
D:=D+dD

t=t+dt

If t=120 then stop




